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COGITATIONES

Neue Extremalprobleme
iiber konvexe Rotationskérper

Von H. BIEr1*

Die konvexen Rotationskorper, Triger der drei Haupt-
masszahlen V, F, M und ausgestattet mit einer ganzen
Serie von Nebenmasszahlen, geben Anlass zu vielerlei
Extremalproblemen. Manche davon sind gelost, aber
vieles bleibt noch zu tunl.

Die Beschiftigung mit diesen Problemen ist an sich
reizvoll. Wichtiger noch ist indessen, dass sie im Zusam-
menhang mit einem Hauptproblem iiber konvexe Rota-
tionskorper stehen, ja gewissermassen als unerldssliche
Durchgangsstation auf dem Wege zur Ldsung des Haupt-
problems angesehen werden kénnen. In der vorliegenden
Arbeit werden zwei Sitze iiber konvexe Rotationskérper
mit festem Aquatorradius # = 1, fester Linge / und festem
Volimen V bewiesen?. Die Nebenbedingungen bewirken,
dass wichttriviale Maxima von F wund M auftreten.
Zwecks Entlastung des Textes sei vorweggenommen, dass
die Extremalkorper der Teilklasse I angehoren miissen
(Aquatorradius am Rand).

Fiir die Hauptmasszahlen der Kegelstiimpfe (im weitern
Sinne) erhdlt man:
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Abb. 1
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Nach den Substitutionen

l-p=1.Cing; 0< Ging < I

gehen die Formeln (1) iiber in

* Bern,

1 H. Hapwicer, Vorlesungen diber Inhalt, Qberfliche und Iso-
perimetrie (Springer-Verlag 1957). — H. Biery, Exper. 14, 113 (1958).

2 Die Beschrinkung auf = 1 ist unwesentlich.
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Ve 1(3-31-Bing+ Sindg) ,
Fom2420-e79—0.Cing-e-¥ 3

M= l4+n-1-Ging.arctg (—@t%a)

A. Das (F, V)-Problem
Es gilt der

Satz 1I: Unter allen konvexen Rotationskérpern von
festem Aquatorradius r=1, fester Lange /2> (1+)/ 13)/2und
festem Volumen V besitzen Kegelstiimp{e im weitern Sinne
nnd nur diese Korper grosste Oberfliche. F.

Beweis: Man erhilt:

Fale®(+26%); V=02Cs9(21-Ging-3) <0

dF 2 (1+2e?)
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Vermittelst der Substitution

42-12=43-1; 0KCIi<

zsiiv.;_’“.z i —oo <A< + o0 )

erhilt man die bequemere Form
Blg) =647 +44-68 969 1], (6)

aus welcher unmittelbar gefolgert werden kann, dass fiir
A > 1, also fir o
1 13

gemiss (4) die Kegelstumpfhurve von unten honkav ist.

Nun wenden wir uns den Doppelkegelstiimpfen I, zu.
Thre Masszahlen berechnen sich zu
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Abb. 2

Fe=1+p3+ (L +p)V (L =P+ 2+ (b + P V(P — po)* + (1= 2)°
V="'(1+f’1“?1?52_15§)+I(P%+P1P2+7’%); X < x <1 (7)
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Es folgt:
F, = [(1+py) sin a— (p, + p,) sin f]; V, = konstant. (8)

Mit wachsendem » nimmt « monoton zu, § monoton ab
und daher dF/dv monoton zu. Dies aber hat zur Folge,
dass die betrachtete Kurve im ganzen zulédssigen Inter-
vall von unten konvex ist und, wie Abb. 3 lehrt, kein
Doppelkegelstumpf aus I, extremal sein kann.

Die angewendete Schlussweise ist, wie man sich leicht
iiberzeugt, durchgreifend, und man sieht ein, dass kein
Rotationskérper aus I, (n = 3, 4...) extremal sein kann.

Infolgedessen ist dey Kegelstumpf in dev ganzen Klasse I
und nach den einleitenden Ausfithvungen mit dev genannten
Einschvdnkung itbevhaupt extremal.

Abb. 3

A Symmetrischer Doppelkegel
B Kegel
PQ Kegelstiimpfe

C Zylinder
D Parallelkdrper der Strecke
R Unsymmetrischer Doppelkegel

B. Das (M, V)-Problem
Es gilt der

Satz II: Unter allen konvexen Rotationskérpern vom
festen Aquatorradius » = 1, fester Linge ! > 6/z und festem
Volumen ¥ besitzen Kegelstiimpfe im weitern Sinne und
nur diese Korper grosstes Integral der mittlern Kriim-
mung M.

Beweis: Man erhilt:

. 1
Jll:—-l-@osqrarctg(—q])—{—l'Ig(p

Sin
1 et we () ©
a1 (xS s (g ) -Sinos
av -~ 1 (1+ Gin%p) (3—-217- Ging)
Mit Hilfe der Substitution Sing =1/z ; co> z >1
folgt weiter
Z
z[arctgz— —2]
am = 1 . 1+2 und sodann
av 1 Bz_20)
&M 1
av: | (10

z 2z
32— N SUGholoR S . -
{( z—21) [1+Z,_,+arctgz (1+22)2] 3 [z arctg z

(3z=20%.7,

Das Vorzeichen von d*M[dV? wird massgebend be-
stimmt durch den indefiniten Ausdruck

341841
Tt —1I - arctg ()

D(z) e

I

11

Informations — Informazioni

[EXPERIENTIA VOL., XV/5]

Nun ist
D(0) = 0; D(oco) =3—1-7/2, also D(oco0) < O fiir 1 > 6/n;

_4221-32)

(12)
D'(z) = (1498 also @'(z) > 0fir Iz << 0.

Aus (12) folgt aber sofort, dass die Kegelstumpfkurve
fiir / >» 6/n bestindig von unten konkav ist.

Gemaiss Abb, 2 erhilt man:

M =Il4+n— [(1 — py) arctg (1—#?1) + (py— po) arctg (

l—x )]
Pl - PZ
Die betrachtete Kurve ist also auch diesmal von unien
konvex, und somit kann kein Doppelkegelstumpf extremal
sein. Analog zum Satz I gelangt man nunmehr zum Re-
sultat, dass der Kegelstumpf in der vollen Klasse der mit

den vorliegenden Nebenbedingungen vevtviglichen konvexen
Rotationskdyper gvisstes M besitzt®.

- -
M,= sin?a — sin?f .

Wegen (1 + | 3)/2 > 6/n besitzt der Kegelstumpf fiir
oo > { > 6fm simultan beide Extremaleigenschaften, was
fiir das Hauptproblem der konvexen Rotationskorper von
Bedeutung ist4-¢.

M ——

Abb. 4

A Symmetrischer Doppelkegel
B Kegel
PQ Kegelstiimpfe

C Zylinder
D Parallelkdrper der Strecke
R Unsymmetrischer Doppelkegel

Summary

It is shown in this note that every sufficiently elongated
conic frustum assumes, if radius of equator », length I
and volume V of a convex body of revolution are given,
largest surface F as well as largest integral of mean cur-
vature M. The conic frustum is the only extremal body.
For small /, the situation is intricated and has not yet
been clarified.

3 Vgl. Abb. 4.

4 Das giinstige Intervall fiir Z kann sicher in beiden Problemen
noch etwas ausgedehnt werden, so im (F, V)-Problem bis in die nich-
ste rechtsseitige Umgebung von I = 1, und zwar fiir alle zulissigen
V, bis I = %{)/'5 aber nur noch fiir kleine zulissige V.

5 In beiden Problemen besitzt die Kegelstumpfkurve im zulissigen
Intervall genan eine Wendestelle. Dieser Umstand kann bequem zur
Gewinnung einer unscharfen Schranke fiir ¥ bzw. M ausgeniitzt
werden.

¢ Imn (F, VV)-Problem besitzen nach meinen Wahrnehmungen fiir
A V5—gewisse Doppelkegelstiimpfe die Extremaleigenschaft, aller-
dings nur fiir kleines I/, Fiir grosses Volumen ist dagegen der Zy-
linderkegel im Intervall 0 < /< 1 + ¢ (¢ klein) jedenfalls extremal.
Die vorliegenden Verhiltnisse sind noch nicht restlos abgeklart.



