
[15. V. 1959] In fo rmat ionen  - Notes 203 

C O G I T A T I O N E S  

N e u e  E x t r e m a l p r o b l e m e  

f i b e r  k o n v e x e  R o t a t l o n s k g r p e r  

Von H. BIERI* 

V = l ( 3 - 3  l .  ~ i n 9 + l  ~. ~irtZ ~) 

F = 2 + 2  l . e - ~ - - F "  • ~irtqp " e -9  

M = l + ~ - l . ~ i u ~ o . a r c t g ( - ~ I ~ )  

(3) 

Die konvexen  Rota t ionskSrper ,  TrAger der  drei I I aup t -  
masszahlen V, F, M und ausges ta t t e t  mi t  einer ganzen 
Serie yon Nebenmasszahlen ,  geben Anlass zu vielerlei 
Ex t r ema lp rob lemen .  Manehe davon  sind gel6st, aber  
vieles ble ibt  noch zu tun  L 

Die Besch/ i f t igung mi t  diesen Probtemen ist  an sieh 
reizvoll.  ~Vichtiger noch ist  indessen, dass sie im Zusam- 
m e n h a n g  mi t  e inem H a u p t p r o b l e m  tiber konvexe  R o t a -  
t ionsk6rper  stehen,  ja  gewissermassen als unerl/issliche 
Durchgangss ta t ion  auf  d e m  Wege zur L6sung des H a u p t -  
problems angesehen werden k6nnen. In  der  vor l iegenden 
Arbe i t  werden zwei Siitze fiber konvexe  Rota t ionsk6rper  
mi t  fes tem ~ q u a t o r r a d i u s  r = 1, fester Lgnge I und fes tem 
Volumen V bewiesen ~. Die Nebenbedingungen  bewirken,  
dass n i ch t t r i v i a l e  M a x i m a  ,con F und M auf t re ten .  
Zwecks En t l a s t ung  des Textes  sei vorweggenommen,  dass 
die E x t r e m a l k 6 r p e r  der  Teitklasse I angehOren miissen 
(.'A_quatorradius am Rand) .  

Ftir  die Haup tmasszah len  der  Kegels t f impfe (ira wei te rn  
Sinne) erh~ilt m a n :  
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Abb.  1 

A .  D a s  ( F ,  V) . -Prob lem 
Es gilt der  

Satz  I :  U n t e r  allen konvexen  Rota t ionsk6rpern  yon  
festem Aqua to r rad ius  r =  1, fester LAnge l ~ (1+~/1-3)/2 und 
fes tem Volumen  V besi tzen Kegels t i impfe  im wei tern  Sinne 
und nur  diese KSrper  gr~Ssste Oberflrtche. F.  

B e w e i s :  Man erhi~tt: 

b" = - l.  e-2¢(l + 2 eg) ; ~" ~ l ~ ~ rp (2 l .  Gin ~0- 3) < 0 

d F  2 (l + 2 e '~) 
d V  I ( l + 3 e q ~ + 3 e ' a q ' - l e  *j') 

d~F 2 1 1 
d v  ~ = -l- " ( l+  3 e~'+ 3 e aq~ ~ le4*'y " " "-~ " e~°" q~(q~) ; 

~b(q~) ~ [6 l ,  e 4 ~ +  (4 1 2 -  12) e up-  9 l • e 2~°- t] 

(4) 

Vermi t te l s t  der  Subs t i tu t ion  

4 1 2 - 1 2 = 4 2 . l  ; 0 < l < : o o  

l = ; t + ~ / ) : ~ + 1 2  - - o a < , ~ < ~  + c o  
2 

erhal t  man  die bequemere  F o r m  

(5) 

~(~) = / [ 6 e * ~ + 4 2 - e  ~ - g e  ~ - 1 ]  , (6) 

aus welcher  u n m i t t e l b a r  gefolgert  werden  kann,  dass ftir 
.>t 1, also ffir 

1+ g i ~  
2 

gemi~ss (4) die K e g e l s t u m p / h u r v e  yon  u n t e n  honhav  is t .  

zrl 
= .--j- (1 + p + p~") 

F ~ ~ [  I + P~ + (I  + P) # { ~ -  P) ~ + l~] 

~ I =  z~ l+z~ - - (1 -p )  arctg 

(1) 

N a c h  den Subs t i tu t ionen  

~ - .  v ;  -F = ~ .  F ;  M = ~ .  M .  (2) 

1 - p  = I .  ~ in  ~o; 0 < ~ i r t9  < 1/l 

gehen die Fo rme ln  (l) t iber in 

* Bern, 

1 H.  HADW1GER, Vorlesungen iiber [nhalt, Oberfliiche und /s0- 
perimetrie (Springer-Verlag 1957). - H.  BIER1, Exper .  14, 113 (1958). 

2 Die Beschrlinkung auf r = 1 ist unwesentlich. 

N u n  wenden  wir uns den Doppelkegels t t impfen 12 zu. 
Ihre  Masszahlen berechnen sich zu 

P2 

1 

Abb. 

F = t + Pl + t~ + Pl) V ( I -  ~i)~ + ~ + (p~ + p~) 1/~p~:~- p%) ~ + ( t -  ~)~ 

V = x ( l  + p l - p t p ~ - p ~ ) + l ( p 2 t  4 - p t p , + p ~ ) ;  x o <~ x ~ l (7) 
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E s  Io lg t  : 

F~ = [(1 + p~) sin ~ -  (Pl + P2) sin fil ; V~ = k o n s t a n t .  (8) 

M i t  w a c h s e n d e m  x n i m m t  e m o n o t o n  zu ,  fl m o n o t o n  a b  
u n d  d a h e r  dF/dv  m o n o t o n  zu.  D i e s  a b e r  h a t  z u r  F o l g e ,  
d a s s  d ie  b e t r a c h t e t e  K u r v e  i m  g a n z e n  z u l g s s i g e n  I n t e r -  
va l l  v o n  u n t e n  k o n v e x  i s t  u n d ,  wie  A b b .  3 l e h r t ,  k e i n  
D o p p e l k e g e l s t u m p f  a u s  I= e x t r e m a l  s e i n  k a n n .  

Die  a n g e w e n d e t e  Sch luss~ve ise  is t ,  wie  m a n  s i ch  l e i c h t  
i i b e r z e u g t ,  d u r c h g r e i f e n d ,  u n d  m a n  s i e h t  e in ,  d a s s  k e i n  
1 - t o t a t i o n s k 6 r p e r  a u s  In(n = 3, 4 . . . )  e x t r e m a l  s e i n  k a n n .  

In/olgedessen isl  der Kege l s tump/  in der ganzen Klasse  I 
und  nach den einleitenden Aus/ i~hrungen mi t  der genannten 
Einschr i inkung iiberhaupt extremal. 

R t / / / t  

~,, ,4 

V " 

A Symmetrischer Doppelkegel 
B Kegel 
PQ Kegelstfimpfe 

Abb. 3 

C Zylinder 
D Parallelk6rper der Streeke 
R Unsymmetr iseher  Doppelkegel 

B. Das (M,  V)-Problem 
E s  g i l t  d e r  

S a t z  I I :  U n t e r  a l l en  k o n v e x e n  R o t a t i o n s k 6 r p e r n  v o m  
f e s t e n  ) k q u a t o r r a d i u s  r = 1, f e s t e r  L g n g e  l ~> 6 /~  u n d  f e s t e m  
V o l u m e n  V b e s i t z e n  K e g e l s t f i m p f e  i m  w e i t e r n  S i n n e  u n d  
n u r  d i e se  K 6 r p e r  g r 6 s s t e s  I n t e g r a l  d e r  m i t t l e r n  K r i i m -  
m u n g  .~1. 

Beweis." M a n  erh~il t :  

1~f = - 1 ~05 qo • a rc tg  ( ~ i @ 9 )  • + l .  3~g9 

) ,°, 
dM 1 [(1 + ~irl  2 @ arc tg  ~ i ~ - 9  -- ~ i n  ~0~ 

d V  l (1+  ~ in2 f )  ( 3 - 2 / -  ~ iR  ~) 

Mi t  H i l f e  d e r  S u b s t i t u t i o n  Sift  ~0 = 1/z ; ~x~ > z ~ l 
[olgt  w e i t e r  

dM 1 z arc tg  z -  
u n d  s o d a n n  

d V l (3 z -  2 l) 

d~M 1 
d V 2 l (10) 

a r c t g z ~ ] j  

(3 z -  2 l)2 . V= 

D a s  V o r z e i c h e n  y o n  d ~ M / d V  2 w i r d  m a s s g e b e n d  b e -  
s t i m m t  d u r c h  d e n  i n d e f i n i t e n  A u s d r u c k  

3~ - lz s + lz 
q)(z) =-- (1 + z ~ )  2 - l .  a r c tg  (z) (11) 

N u n  i s t  

q~(0) = 0; qo(oo) = 3 - l.  :~/2, also 09(co) < 0 fiir l > 6/~;  

q~'Cz) -4z~(2 t - 3  z) (12) 
= ( l+z2)  3 , also q ) ' ( z ) > O f f i r  l < z < o ~ .  

A u s  (12) fo lg t  a b e r  s o f o r t ,  d a s s  d ie  K e g e l s t u m p f k u r v e  
f i i r  I ~> 6 /~  b e s t g n d i g  yon unten  konkav  i s t .  

Gem~iss  A b b .  2 erh~tlt  m a n :  

x l - x  

3 I x =  s in  2 c~ - sin-"/5 . 

D i e  b e t r a c h t e t e  K u r v e  i s t  a l so  a u c h  d i e s m a l  yon unten  
konvex, u n d  s o m i t  k a n n  k e i n  D o p p e l k e g e l s t u m p f  e x t r e m a l  
se in .  A n a l o g  z u m  S a t z  I g e l a n g t  m a n  n u n m e h r  z u m  R e -  
s u l t a t ,  dass der Kege ls tump[  in  der vollen Klasse  d e r m i t  
den vorliegenden Nebenbedingungen vertriiglichen honvexen 
RotationskOrper gr6sstes M besitzt ~. 

W e g e n  (1 + 1/3)/2 > 6 /~  b e s i t z t  d e r  K e g e l s t u m p f  f i i r  
oo > l >/ 6/~ s imu l tan  beide Extremaleigenscha[ten,  w a s  
ffir  d a s  H a u p t p r o b l e m  d e r  k o n v e x e n  R o t a t i o n s k 6 r p e r  y o n  
B e d e u t u n g  i s t  4-6. 
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Abb. 4 

A Symmetrischer Doppelkegel C Zylinder 
B Kegel D Parallelktirper der Strecke 
PQ Kegelstfimpfe R Unsymmetriseher  Doppelkegel 

S u m m a r y  

I t  is s h o w n  in  t h i s  n o t e  t h a t  e v e r y  s u f f i c i e n t l y  e l o n g a t e d  
c o n i c  f r u s t u m  a s s u m e s ,  if r a d i u s  o f  e q u a t o r  r,  l e n g t h  l 
a n d  v o l u m e  V of  a c o n v e x  b o d y  of  r e v o l u t i o n  a r e  g i v e n ,  
l a r g e s t  s u r f a c e  F a s  wel l  a s  l a r g e s t  i n t e g r a l  o f  m e a n  c u r -  
v a t u r e  M .  T h e  con i c  f r u s t u m  is  t h e  o n l y  e x t r e m a l  b o d y .  
F o r  s m a l l  l, t h e  s i t u a t i o n  is i n t r i c a t e d  a n d  h a s  n o t  y e t  
b e e n  c l a r i f i ed .  

a Vgl. Abb. 4. 

4 Das gfinstige Intervall ftir l kann sicher in beiden Problemen 
noch etwas ausgedehnt werden, so im (F, V)-Problem bis in die n~eh- 
ste reehtsseitige Umgebung yon l -- 1, mid zwar ffir alle zulitssigen 
V, bis l = 2 / ] /5aber  nur  noch ffir kleine zul/issige V. 

In beiden Problemen besitzt die Kegelstumpfkurve im zullissigen 
Intervall genau eine WendesIelle. Dieser Uinstand kann bequem zur 
Gewinnung einer unscharfen Schranke ffir F bzw. M ausgenfitzt 
werdcn. 

Im (F, V)-Problem besitzen naeh Ineinen Wahrnehmungen ftir 

l < 2/]/Sgewisse DoppdkegelstiimpJe die Extremaleigenschaft,  aller- 
dings nur  ffir kleines V. Fiir grosses Volumen ist dagegen der Zy- 
linderkegel im Intervall 0 % l <  1 + ~ (e klein) jedenfalls extrelnal. 
Die vorliegenden Verh/iltnisse sind noch nicht restlos abgeklfirt. 


